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引入惯性权重与莱维飞行的人工兔优化算法

李姗鸿

（贵州大学 大数据与信息工程学院， 贵阳 ５５００２５）

摘　 要： 针对人工兔优化算法（Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｒａｂｂｉｔｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＡＲＯ）在种群多样性低、易陷入局部最优和收敛速度慢等问题，
本文提出了一种引入惯性权重与莱维飞行的人工兔优化算法（ＷＬＡＲＯ）。 首先，结合 Ｔｅｎｔ 混沌映射初始化种群，增加种群多

样性，提高算法的鲁棒性以及全局寻优能力；其次，在人工兔绕道觅食阶段，引入自适应惯性权重因子增强算法的开发及搜索

能力，使算法达到很好的平衡；最后，在人工兔随机躲藏阶段引入莱维飞行策略，避免算法陷入局部最优。 将改进后的人工兔

算法（ＷＬＡＲＯ）和其它算法在 １０ 个基准函数上对比测试，并利用 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验验证算法性能。 实验结果表明，改进后

的人工兔算法在求解精度、收敛速度和寻优能力上都有极大提升。
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０　 引　 言

在过去的几十年中，群智能算法在具有挑战性的

工程领域中越来越受欢迎，究其原因则在于这种方法

比传统的数值方法更简便和有效。 群智能算法的优

点体现在许多方面，首先是该方法的随机性，这可以

保证算法成功地避免局部极值。 其次是黑盒概念，即
不需要考虑程序内部，只需要知道输入和预期输出，
操作简单。 最后，是其算法参数较少、易于实现且数

学模型简单。 群智能算法有很多种，但都有一个共同

的特点，即优化过程分为 ２ 个步骤：勘探和开发。 在

探索阶段，算法倾向于在搜索空间中寻找远离当前峰

值的最优解，这种搜索过程具有全局性和广泛性。 而

在开发步骤中，算法倾向于通过搜索解的邻域来改进

迄今为止找到的最优解。 显然，当开发和探索一起解

决问题时，会相互冲突。 一个成功的算法应该能够在

探索和开发步骤之间保持适当的平衡，这可以减轻局

部极端停滞和不成熟收敛的问题。 常见的群智能算

法有粒子群优化算法（Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｓｗａｒｍ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
ＰＳＯ） ［１］、 蝴 蝶 优 化 算 法 （ Ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＢＯＡ） ［２］、正余弦优化算法 （Ｓｉｎｅ Ｃｏｓｉｎｅ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＳＣＡ ） ［３］、 鲸 鱼 优 化 算 法 （ Ｗｈａｌｅ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＷＯＡ） ［４］、野马优化算法（Ｗｉｌｄ
Ｈｏｒｓｅ Ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ，ＷＨＯ） ［５］、 麻雀搜索算法（Ｓｐａｒｒｏｗ



Ｓｅａｒｃｈ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＳＡ） ［６］等，但根据无“免费午餐”定
理，不可能提出一种能够解决所有工程优化问题的算

法，所以国内外学者提出了各种策略来对算法进行优

化，以更好地解决各类问题。 文献［７］在海马优化算

法的初始化中使用 １０ 种不同的混沌映射产生混沌

值、而并非随机值，提高了方法的性能。 在海马优化

算法中，使用混沌映射生成混沌序列的目的是提高原

算法的收敛速度并避免局部最优。 文献［８］引入 Ｔｅｎｔ
混沌映射初始化种群，利用混沌映射具有的随机性、
遍历性和有序性等特点，可用于增加种群的多样性，
加快算法前期的收敛速度。 文献［９］提出了具有惯性

权重的蝙蝠优化算法，文章采用简单易行，性能好的

随机、线性递减和非线性递减惯量权重。 此外，还提

出了惯性权重的新变体，其原理是惯性权重呈指数增

加，呈指数级增长的惯性权重能避免蝙蝠算法过早收

敛。 文献［１０］提出了一种具有自适应随机惯性权重

的粒子群优化算法，其惯性权重是由三角概率密度函

数随机生成，并随着算法演变持续更新。 在搜索的早

期阶段，获得更大权重的概率非常高，这有利于全局

搜索。 随着迭代次数的增加，获得较小权重的概率增

加，这有助于局部优化。 文献［１１］提出了一种基于

Ｌéｖｙ 飞行和正交学习的新型粒子群算法，利用 Ｌéｖｙ 飞

行的跳跃能力来增强探索，具有增强的开发能力和更

快的搜索效率。 文献［１２］提出了一种基于对立学习和

Ｌéｖｙ 飞行分布的飞蛾扑火优化算法，Ｌéｖｙ 飞行是与非

高斯随机分布相关的随机游走，其中步长取自 Ｌéｖｙ 飞

行，利用 Ｌéｖｙ 飞行分布来防止算法陷入局部最优。
人 工 兔 优 化 算 法［１３］ （ Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｒａｂｂｉｔｓ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）是 Ｗａｎｇ 等学者于 ２０２２ 年所提出来的一

种群智能优化算法，该算法将自然界中兔子的生存策

略进行了数学建模，建立了一个有效的优化框架。 采

用这种方法，处理了 ２ 种模拟策略，即绕行觅食和随

机隐藏。 ＡＲＯ 优点在于其参数较少、算法复杂度较

低、优化的时间较短；而其缺点是具有收敛速度慢、求
解的精度不高、无法找到理论值、容易陷入局部最优、
不再随着迭代的进行向理论更优的位置搜索等问题，
有着较大的改进空间。 因此本文提出了一种引入惯

性权重与莱维飞行的人工兔优化算法（ＷＬＡＲＯ）。 首

先，在种群初始化阶段引入 Ｔｅｎｔ 惯性权重，增强种群

的多样性和动态性；其次，在绕道觅食阶段引入惯性

权重，提高算法的收敛精度及寻优速度；最后，在随机

隐藏阶段引入 Ｌéｖｙ 飞行策略，对目前的最优位置进

行扰动，避免算法陷入局部最优。 通过实验仿真分析

证明了本文所提出算法的优势，并将算法应用于压力

容器工程问题中，取得了较好的结果。

１　 人工兔算法

为防止巢穴被捕食者发现，兔子有 ２ 种生存策

略，一种是绕道觅食，另一种是随机躲藏。 兔子的视

野非常开阔，很轻易就能在大范围内找到食物，这种

绕道觅食策略为勘探阶段。 兔子善于挖洞筑巢，为了

躲避捕食者或猎人的踪迹，兔子会在自己的窝周围挖

洞，遇到危险时，会随机选择一个洞穴作为避难所，这
种生存方式是随机躲藏，即开发阶段。 由于兔子处于

食物链的低端，有很多捕食者，为了躲避危险，兔子必

须快速奔跑，这样会使兔子的能量缩减，所以通过能

量缩减，免子会在绕路觅食和随机躲藏之间进行切

换，在算法中就是全局搜索与局部开发之间的转换。
１．１　 绕道觅食（搜索阶段）

俗话说“兔子不吃窝边草”，在 ＡＲＯ 中，兔子忽

略近处的食物，倾向于移动到其他个体的领地寻找

食物，所以每个搜索个体倾向于在种群中随机选择

另一个搜索个体更新自己的位置，并增加扰动，其数

学模型如下：
ｖ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘ→ｊ（ ｔ） ＋ Ｒ·（ ｘ→ｉ（ ｔ） － ｘ→ｊ（ ｔ）） ＋

ｒｏｕｎｄ（０．５·（０．０５ ＋ ｒ１））·ｎ１

ｉ， ｊ ＝ １，…，ｎ 且 ｊ ≠ ｉ （１）
Ｒ ＝ Ｌ·ｃ （２）

Ｌ ＝ （ｅ － ｅ（
ｔ－１
Ｔ ） ２）·ｓｉｎ（２πｒ２） （３）

ｃ（ｋ） ＝
１，　 ｉｆ ｋ ＝＝ ｇ（ ｌ）
０，　 ｅｌｓｅ{

ｋ ＝ １，…，ｄ 且 ｌ ＝ １，…「 ｒ３·ｄ⌉ （４）
ｇ ＝ ｒａｎｄｐｅｒｍ（ｄ） （５）
ｎ１ ～ Ｎ（０，１） （６）

　 　 其中， ｖ
→

ｉ（ ｔ ＋ １） 是第 ｔ ＋ １ 次迭代时第 ｉ 只兔子

的候选位置； ｘ
→

ｉ 是第 ｔ次迭代时第 ｉ只兔子的当前位

置； ｎ 是种群数量； ｄ 是问题维数； Ｔ 是最大迭代次

数； Ｌ 是奔跑长度，即绕道觅食时的速度； ｒ１、ｒ２ 和 ｒ３
是［０，１］之间的随机数； ｎ１ 服从标准正态分布的随

机数。
１．２　 随机躲藏（开发阶段）

为了躲避捕食者，兔子通常会在其巢穴周围挖

洞穴藏身。 每一次迭代，兔子会沿着搜索空间的维

度在自身周围产生 ｄ 个洞，以降低被捕食的概率，第
ｉ 只兔子的第 ｊ 个藏身洞穴的位置见式（７）：

ｂ→ｉ， ｊ（ ｔ） ＝ ｘ→ｉ（ ｔ） ＋ Ｈ·ｇ·ｘ→ｉ（ ｔ）
ｉ ＝ １，…，ｎ 且 ｊ ＝ １，…，ｄ

（７）
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Ｈ ＝ Ｔ － ｔ ＋ １
Ｔ

·ｒ４ （８）

ｎ２ ～ Ｎ（０，１） （９）

ｇ（ｋ） ＝
１，　 ｉｆ ｋ ＝＝ ｊ
０，　 ｅｌｓｅ{ ｋ ＝ １，…，ｄ （１０）

　 　 其中， ｂ
→

ｉ， ｊ（ ｔ） 表示随机从 ｄ 个洞穴中选择的藏

身洞穴位置 （ ｉ ＝ １，…，Ｎ， ｊ ＝ １，…，ｄ）；ｒ４ 是［０，１］之
间的随机数； ｎ２ 是服从标准正态分布的随机数； Ｈ
表示隐藏参数，其变化趋势如图 １ 所示。 在图 １ 中，
Ｈ 的值从 １ 线性递减到 １ ／ Ｔｍａｘ， 在整个迭代过程中

很好地保持从勘探到开发的平衡和过渡。
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图 １　 Ｈ 变化图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｈ

随机隐藏的位置更新公式如式（１１）所示：
　 ｖ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘ→ｊ（ ｔ） ＋ Ｒ·（ ｒ４·ｂ→ｉ，ｒ（ ｔ） － ｘ→ｊ（ ｔ））
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ １，…，ｎ （１１）

ｇｒ（ｋ） ＝
１，　 ｉｆ ｋ ＝ ＝ 「ｒ５·ｄ⌉
０，　 ｅｌｓｅ{ 　 ｋ ＝ １，…，ｄ （１２）

　 　 　 　 ｂ→ｉ，ｒ（ ｔ） ＝ ｘ→ｉ（ ｔ） ＋ Ｈ·ｆｒ·ｘ→ｉ（ ｔ） （１３）

　 　 其中， ｂ
→

ｉ，ｒ（ ｔ） 表示从 ｄ 个洞穴中随机选择的洞

穴， ｒ４ 为［０，１］之间的随机数。
在实现 ２ 种策略后，兔子的位置更新如下：

ｘ→ｉ（ｔ ＋ １）＝
ｘ→ｉ（ｔ）， 　 　 ｆ（ｘ→ｉ（ｔ）） ≤ ｆ（ｖ→ｉ（ｔ ＋ １））

ｖ→ｉ（ｔ ＋ １），　 ｆ（ｘ→ｉ（ｔ）） ＞ ｆ（ｖ→ｉ（ｔ ＋ １））{ （１４）

１．３　 能量收缩（从探索转向开发）
兔子在迭代的初期阶段经常进行绕道觅食，而

在迭代的后期则经常进行随机隐藏。 这种搜索机制

是由兔子的能量决定的，随着时间的推移，兔子的能

量会逐渐减少。 因此，用能量因子来模拟从探索到

开发的转换过程。 ＡＲＯ 中的能量因子定义如下：

Ａ（ ｔ） ＝ ４（１ － ｔ
Ｔ
）ｌｎ １

ｒ
（１５）

　 　 其中， ｒ 是［０，１］之间的随机数，当 Ａ（ ｔ） ＞ １

时，兔子会绕道觅食，进行全局探索阶段；当 Ａ（ ｔ） ≤
１ 时，兔子随机选择一个洞穴躲藏，进行局部开发阶

段，能量因子 Ａ 的变化趋势如图 ２ 所示，其值是整体

下降，更好地平衡了探索和开发阶段。
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图 ２　 Ａ 变化图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ａ

２　 改进的人工兔优化算法

２．１　 Ｔｅｎｔ 混沌初始化

ＡＲＯ 采用的是随机初始化种群，种群可能会密

集集中在一个区域，不利于算法进行迭代寻优，因此

本文引入了 Ｔｅｎｔ 混沌映射［１４］，利用其具有的小周期

和不稳定点特点，对种群进行初始化。 保证 Ｔｅｎｔ 映
射序列的随机性、遍历性和有效性，其表达式如下：

Ｙｄ
ｉ＋１ ＝

２Ｙｄ
ｉ ＋ ｒａｎｄ（０，１） × １

Ｎ
，　 　 　 ０≤Ｙｄ

ｉ ≤０．５

２（１ － Ｙｄ
ｉ ） ＋ ｒａｎｄ（０，１） × １

Ｎ
， ０．５ ＜ Ｙ ｄ

ｔ
≤１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

其中， ｉ 为兔子的序号； Ｎ 为兔子的总数； ｄ 为

对应的维度。 结合改进 Ｔｅｎｔ 序列进行种群初始化，
其表达式为：

ｘｄ
ｉ ＝ ｘｄ

ｍｉｎ ＋ Ｙｄ
ｉ（ｘｄ

ｍａｘ － ｘｄ
ｍｉｎ）

ｉ ＝ １，…，Ｎ 且 ｄ ＝ １，…，Ｄ （１７）
　 　 其中， ｘｄｍｉｎ 表示维度的下界， ｘｄｍａｘ 表示维度的下界。
２．２　 自适应惯性权重因子

惯性权重因子［１５］ 对解的搜索精度和收敛速度

有着很好的引导作用，较大的惯性权重因子在前期

全局搜索时能力较强，较小的惯性权重因子在后期

的开发能力较强。 因此本文采用一种非线性惯性权

重因子，更快达到一定的收敛精度，使之在迭代初期

惯性权重缓慢减小，使其有很好的全局搜索能力，更
快达到一定的收敛精度，在迭代后期，其解容易陷入

局部最优，此时较小惯性权重能够有较好的局部搜

索能力使之达到最优解，其公式如下：
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ω ＝ ωｍｉｎ ＋ （ωｍａｘ － ωｍｉｎ） × （１ － （ ｔ
Ｔｍａｘ

）） （１８）

其中， ｔ为迭代次数；Ｔｍａｘ 为最大迭代次数；ωｍｉｎ 的

值为 ０．４； ωｍａｘ 的值为 ０．９； ω 的变化曲线如图 ３ 所示。
随着迭代的增加，惯性权重因子非线性减少、最终达到

最小值，将其引入到 ＡＲＯ 中，可用式（１９）表示：
ｖ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ω·ｘ→ｊ（ ｔ） ＋ Ｒ·（ ｘ→ｉ（ ｔ） － ｘ→ｊ（ ｔ）） ＋

ｒｏｕｎｄ（０．５·（０．０５ ＋ ｒ１））·ｎ１

ｉ， ｊ ＝ １，…，ｎ 且 ｊ ≠ ｉ （１９）
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图 ３　 ω变化图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ω

２．３　 Ｌéｖｙ 飞行策略

Ｌéｖｙ 飞行策略［１６］是非高斯随机步态，其步长服

从概率分布，在寻找最优解过程中，主要是生成一个

正则随机数，给算法更新提供动态变化，Ｌéｖｙ 飞行

不仅可以在短距离中进行局部搜索，还可以在长距

离全局搜索。 因此在搜索到最优值附近时，Ｌéｖｙ 飞

行能达到增强局部搜索能力的作用，有效解决 ＡＲＯ
陷入局部最优的问题，本文将 Ｌéｖｙ 飞行策略引入式

（１１）中的人工兔的最优位置，因为 ＡＲＯ 会根据当

前位置与人工兔最优位置的距离来进行位置更新，
改进后的 ＡＲＯ 大大降低了人工兔陷入局部最优的

风险，而且仍然能充分执行局部探索，改进公式如下

所示：
ｖ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ Ｌｅｖｙ（Ｄ）·ｘ→ｊ（ ｔ） ＋ Ｒ·（ ｒ４·ｂ→ｉ，ｒ（ ｔ） －

ｘ→ｊ（ ｔ））， 　 ｉ ＝ １，…，Ｎ （２０）
其中， Ｄ 为问题的维度，Ｌéｖｙ 飞行的计算公式

如下：

Ｌｅｖｙ（Ｄ） ＝ ０．０１·
ｒ６·σ

ｒ７
１
β

（２１）

σ ＝ Γ（１ ＋ β）·ｓｉｎ（π·β ／ ２）
Γ［（１ ＋ β） ／ ２］·β·２（β－１） ／ ２{ }

１ ／ β

（２２）

　 　 其中， Γ 表示标准的 Ｇａｍｍａ 函数， β 是相关参

数，本文设置其值为 １．５。
２．４　 ＷＬＡＲＬ 算法步骤

由 ２．１～２．３ 节可得引入惯性权重与莱维飞行的

人工兔优化算法 （ＡＲＯ）的步骤如下：
Ｓｔｅｐ １　 初始化算法参数，建立搜索空间的矩阵。
Ｓｔｅｐ ２　 使用改进的 Ｔｅｎｔ 混沌映射初始化种

群，计算其个体适应度值并进行排序。
Ｓｔｅｐ ３　 通过式（１５）计算 Ａ 的值，若 Ａ ＞ １ 则

随机选择一只兔子，根据式（２） ～ （５）计算 Ｒ 的值，
通过式（１９）执行绕道觅食，然后计算更新兔子的适

应度值，并通过式（１４）更新兔子位置。
Ｓｔｅｐ ４　 　 若 Ａ≤１， 则随机生成洞穴并根据式

（１３）选择一个洞穴隐藏，通过式（２０）执行随机躲

藏，然后计算更新兔子的适应度值，并通过式（１４）
更新兔子位置。

Ｓｔｅｐ ５　 　 判断迭代次数是否达到上限，若是

则停止迭代，得到最优位置以及其适应度值，否则重

复执行 Ｓｔｅｐ ３～ Ｓｔｅｐ ５，直到满足终止迭代条件，算法

流程图如图 ４ 所示。
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图 ４　 算法流程图

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ＷＬＡＲＯ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
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３　 仿真实验和结果分析

３．１　 函数选取与参数设置

本文采用 Ｍａｔｌａｂ Ｒ２０２０ｂ 进行实验仿真，运行

环境为 ６４ 位 Ｗｉｎｄｏｗｓ １０ 操作系统，处理器类型为

ＡＭＤ Ｒｙｚｅｎ ７ ５８００Ｈ。
为了验证 ＷＬＡＲＯ 算法的有效性和改进策略的

优异性，将优化后的人工兔算法（ＷＬＡＲＯ）与传统

人工兔算法（ＡＲＯ）、蝴蝶优化算法（ＢＯＡ）、粒子群

算法 （ ＰＳＯ）、正弦余弦算法 （ ＳＣＡ）、樽海鞘算法

（ＳＳＡ）、 鲸鱼优化算法 （ ＷＯＡ）、 野马优化算法

（ＷＨＯ）进行了对比实验。 本文引入 １０ 个标准测试

函数（见表 １）。 Ｆ１ ～ Ｆ６ 是单峰函数，局部最优即全

局最优，用来检验本文提出的 ＷＬＡＲＯ 算法的收敛

速度和收敛精度； Ｆ７ ～ Ｆ１０ 是多峰函数，具有多个局

部极值，尤其 Ｆ９ 和 Ｆ１０ 的变量之间相互关联，使算法

很难搜索到全局最优，用来测试算法的跳出局部最

优的能力。 在实验中，将使用 ３０ 次独立运行实验以

测试算法性能，设置种群个数为 ５０，最大迭代次数

为１ ０００。另外，测试函数的维度也是影响算法寻优

的一个关键因素，因此表 １ 所列出的测试函数的维

度从 ２ 到 ２００ 不等，可以更加全面地验证算法性能。
各算法的主要参数设置见表 ２。 不同算法的结果对

比见表 ３。
表 １　 测试函数

Ｔａｂ． １　 Ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

函数名称 函数公式 搜索区间 理论值 类型

Ｓｐｈｅｒｅ Ｆ１（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ［－１００，１００］ ０ 单峰

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ ２．２２ Ｆ２（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ［－１０，１０］ ０ 单峰

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ １．２ Ｆ３（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（∑

ｉ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ） ２ ［－１００，１００］ ０ 单峰

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ ２．２１ Ｆ４（Ｘ） ＝ ｍａｘ｛ ｘ ｊ ｝ ［－１００，１００］ ０ 单峰

Ｓｔｅｐ Ｆ５（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（⌊ｘｉ ＋ ０．５」） ２ ［－１００，１００］ ０ 单峰

Ｑｕａｒｔｉｃ Ｆ６（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｉｘｉ ４ ＋ ｒａｎｄｏｍ［０，１） ［－１．２８，１．２８］ ０ 单峰

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ Ｆ７（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｘ２ｉ － １０ｃｏｓ（２πｘｉ） ＋ １０］ ［－５．１２，５．１２］ ０ 多峰

Ａｃｋｌｅｙ Ｆ８（Ｘ） ＝ － ２０ｅｘｐ（ － ０．２ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ／ ｎ ） － ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ（２πｘｉ ／ ｎ） ＋ ２０ ＋ ｅ ［－３２，３２］ ０ 多峰

Ｇｒｉｅｗａｎｋ Ｆ９（Ｘ） ＝ １
４０００∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ － ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ（

ｘｉ
ｉ
） ＋ １ ［－６００，６００］ ０ 多峰

Ｓｈｅｋｅｌ′ｓ Ｆｏｘｈｏｌｅｓ Ｆ１０ ＝
１

５００
＋ ∑

２５

Ｊ ＝ １

１

ｊ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ａｉｊ） ６

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

［－６５．６５，６５．６５］ １ 多峰

表 ２　 算法参数

Ｔａｂ． ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

算法 主要参数设置 算法 主要参数设置 算法 主要参数设置 算法 主要参数设置

ＷＬＡＲＯ ωｍａｘ ＝ ０．９ ， ωｍｉｎ ＝ ０．２ ， β ＝ １．５ ＷＨＯ ＰＣ ＝ ０．１，ＰＳ ＝ ０．２ ＳＣＡ ａ ＝ ２ ＡＲＯ －

ＢＯＡ ｐ ＝ ０．８， ｃ ＝ ０．０１， ａ ＝ ０．１ ＰＳＯ ａ１ ＝ ａ２ ＝ １．５ ＷＯＡ ｂ ＝ １ ＳＳＡ －
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表 ３　 不同算法的结果比较

Ｔａｂ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

函数 算法 平均值 最优值 最差值 标准差 函数 算法 平均值 最优值 最差值 标准差

Ｆ１ ＷＬＡＲＯ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ Ｆ２ ＷＬＡＲＯ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００

ＡＲＯ １．５４Ｅ－１２２ ６．５２Ｅ－１３９ ５．６３Ｅ－９４ １．９１Ｅ－９３ ＡＲＯ ６．４９Ｅ－６８ １．７０Ｅ－７５ ８．６１Ｅ－６７ ２．０２Ｅ－６７

ＢＯＡ １．６９Ｅ－１４ １．４３Ｅ－１４ １．９９Ｅ－１４ １．０５Ｅ－１５ ＢＯＡ ９．７３Ｅ－１２ ２．７５Ｅ－１２ １．１６Ｅ－１１ ２．３５Ｅ－１２

ＰＳＯ １．４８Ｅ＋０１ ７．７２Ｅ＋００ ２．３３Ｅ＋０１ ３．６４Ｅ＋００ ＰＳＯ １．３１Ｅ＋０１ ８．６２Ｅ＋００ １．８１Ｅ＋０１ ２．２３Ｅ＋００

ＳＣＡ ３．５９Ｅ－０３ １．６６Ｅ－０７ ６．７１Ｅ－０２ １．２１Ｅ－０２ ＳＣＡ ５．０７Ｅ－０６ ３．６７Ｅ－０９ ３．７０Ｅ－０５ ７．７９Ｅ－０６
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ＷＯＡ ３．３０Ｅ－０３ ０．００Ｅ＋００ ５．４８Ｅ－０２ １．２３Ｅ－０２ ＷＯＡ ２．０４Ｅ＋００ ９．９８Ｅ－０１ １．０８Ｅ＋０１ ２．９７Ｅ＋００
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　 　 由表 ３ 可以看出，在与其他的传统群智能优化算

法相比时， Ｆ１ 到 Ｆ５ 这 ５ 个单峰函数上 ＷＬＡＲＯ 算法

的表现都是远超过其他的传统群智能算法，平均值、
最优值、最差值和标准差都到达了 ０，证明了其不仅

寻优精度高、且具有极强的鲁棒性，在 ３０ 次实验中均

未出现个别寻优值偏离理论值的现象，证明其稳定性

极好，说明本文提出的 ３ 个策略对算法进行改进是有

效的；在 Ｆ６ 这个单峰函数上，虽然 ＷＬＡＲＯ 算法没有

找到测试函数的理论值，但相比于其他算法，无论是

最优值、还是标准差仍然是最优；在 Ｆ７ 与Ｆ９ 这 ２ 个多

峰函数上，ＷＬＡＲＯ 算法同样能够找到测试函数的理

论值，３０ 次数据的标准差都为 ０，即其寻优过程非常

稳定；在 Ｆ８ 函数上，虽然 ＷＬＡＲＯ 算法没有搜索到算

法的理论值，但相比于其他的几个传统算法有着较大

的改进，在 ３０ 次实验中每一次都在迭代后期陷入了

局部最优值 ８．８８Ｅ－１６，其寻优精度相比于其他传统算

法提高了 １６ 个数量级；在 Ｆ１０ 多峰函数上，ＷＬＡＲＯ 算

法没有找到理论值，但是非常接近理论值，且标准差为

０，算法十分稳定。 综上，虽然相比于其他的各种传统

群智能算法，ＷＬＡＲＯ 算法对各个测试函数精度以及稳

定性的提升不尽相同，但总地来说，ＷＬＡＲＯ 算法在求

解各种基准函数上都具有一定的优势。
３．２　 测试函数收敛曲线

根据实验所得数据，图 ５ 给出了 ８ 个基准函数

的平均收敛曲线，由图 ５（ａ） ～图 ５（ｄ）可知，在迭代

前期，ＷＬＡＲＯ 算法在一段时间内收敛曲线下降速

度很快，表明引入的 Ｔｅｎｔ 惯性权重起到了作用，增
加了种群的多样性，使得算法一开始收敛速度就较

快，随着更迭次数的增加算法持续寻优，未出现停止

搜索的状况，并一直寻优到了理论最优值。 图 ５（ｅ）
和图 ５（ｇ）的曲线有多处拐点，说明本文提出的 Ｌéｖｙ
飞行策略能够使得算法跳出局部最优，算法的收敛

精度得到提升。 图 ５（ ｆ）和图 ５（ｈ）的 ＷＬＡＲＯ 算法

的曲线虽然和其他 ２ 种群智能算法的收敛精度相差

不大，但从曲线可明显看出 ＷＬＡＲＯ 算法的收敛速

度较其他算法有很大的优势，在迭代前期就迅速收

敛，说明本文提出的引入惯性权重与莱维飞行的人

工兔优化算法能够提高算法的收敛速度。
３．３　 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验

虽然在 ３０ 次独立实验所得到的平均值与标准

差虽然有一定的参考意义，但在多次实验中，可能会

出现某一次实验的效果极优或极差的情况，这是实

验数据的平均值与标准差无法体现的，因此在评估

改进的算法的性能时，仅仅依据平均值与标准差是

不够的，需要进行统计检验来证明所提出的改进算

法的优越性。
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图 ５　 不同算法的平均收敛曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ａｖｅｒａｇｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

　 　 本文在 ５％的显著性水平下进行 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和

检验［１７］，判断 ＷＬＡＲＯ 算法在某些特定问题上是否

有显著的性能提升。 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验是非参数统

计的一种检验方法，本文使用该检验方法与 ＢＯＡ、
ＰＳＯ、ＳＣＡ、ＳＳＡ、ＡＲＯ、ＷＯＡ 和 ＤＡ 算法进行比较，判
断 ＷＬＡＲＯ 与其他算法之间是否存在显著性的差

异。 表 ４ 列出了所有测试函数中 ＷＬＡＲＯ 算法与其

他算法秩和检验的 Ｐ 值。 表 ４ 中，每个数据表示

ＷＬＡＲＯ 算法与该数据对应的算法在对应的测试函

数中相比的 Ｐ 值，当 Ｐ 小于 ５％时，可认为是拒绝零

假设的有利证据［１８］，即“改进算法与其对比的算法

是有显著区别”这一说法是错误的。 因此，表 ４ 中 Ｐ
的数值越小，说明 ＷＬＡＲＯ 与其对比的算法区别越
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大， Ｓ 为“ ＋”表明 ＷＬＡＲＯ 算法显著性高于其他算

法，ＷＬＡＲＯ 的结果有明显改善。 结合表 ４ 的数据，
即可综合判断改进算法的效果，ＷＬＡＲＯ 算法与其

他算法在各个测试函数的 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验的 Ｐ
值均远远小于 ０．０５，所以很明显本文提出的改进算

法在统计上具有优越性。
表 ４　 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验的值

Ｔａｂ． ４　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ｒａｎｋ ｓｕｍ ｔｅｓｔ ｏｆ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

函数
ＡＲＯ

Ｐ Ｓ

ＢＯＡ

Ｐ Ｓ

ＰＳＯ

Ｐ Ｓ

ＳＣＡ

Ｐ Ｓ

ＳＳＡ

Ｐ Ｓ

ＷＨＯ

Ｐ Ｓ

ＷＯＡ

Ｐ Ｓ

Ｆ１ １．０７Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１３ ＋ ３．１６Ｅ－１２ ＋ １．１８Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋

Ｆ２ １．０１Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ ９．２８Ｅ－１３ ＋ ２．０７Ｅ－１２ ＋ ２．６４Ｅ－１２ ＋ １．０８Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋

Ｆ３ １．０７Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．１８Ｅ－１２ ＋ ４．９０Ｅ－１３ ＋ ３．６１Ｅ－１３ ＋ １．１８Ｅ－１２ ＋ １．１８Ｅ－１２ ＋

Ｆ４ １．０４Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．１８Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１３ ＋ １．４６Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１２ ＋ １．１１Ｅ－１２ ＋

Ｆ６ １．０９Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１３ ＋ ３．６４Ｅ－１２ ＋ １．１９Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋

Ｆ７ ２．６７Ｅ－１１ ＋ ３．０２Ｅ－１１ ＋ ２．６７Ｅ－１１ ＋ ４．５６Ｅ－１１ ＋ ３．５１Ｅ－１０ ＋ ２．９９Ｅ－１１ ＋ ２．９９Ｅ－１１ ＋

Ｆ９ １．０６Ｅ－１２ ＋ ８．９０Ｅ－１３ ＋ ４．９６Ｅ－１３ ＋ １．１７Ｅ－１３ ＋ ６．４６Ｅ－１３ ＋ １．１９Ｅ－１２ ＋ １．２０Ｅ－１２ ＋

Ｆ１０ ８．０４Ｅ－１３ ＋ １．１５Ｅ－１２ ＋ １．１４Ｅ－１２ ＋ １．２２Ｅ－１２ ＋ １．４４Ｅ－１１ ＋ １．１７Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋

Ｆ１１ １．０７Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋ １．２０Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１３ ＋ ３．４３Ｅ－１２ ＋ １．１７Ｅ－１２ ＋ １．２１Ｅ－１２ ＋

Ｆ１４ ３．０７Ｅ－１３ ＋ １．０４Ｅ－１２ ＋ ９．９１Ｅ－１３ ＋ １．９９Ｅ－１１ ＋ １．７３Ｅ－１１ ＋ １．１６Ｅ－１２ ＋ １．１１Ｅ－１２ ＋

３．４　 实际工程案例及分析

为进一步将 ＷＬＡＲＯ 算法在具体的工程中得到

实际优化应用，本文选用压力容器设计问题。 这个

问题的目标是使压力容器的制造成本最小化，压力

容器设计问题的目标是使压力容器制作（配对、成
型和焊接）成本最小。 压力容器的设计如图 ６ 所

示，压力容器的两端都有盖子封顶，头部一端的封盖

为半球状。 Ｌ 是不考虑头部的圆柱体部分的截面长

度， Ｒ 是圆柱体部分的内壁直径， ＴＳ 和 Ｔｈ 分别表示

圆柱体部分壁厚和头部的壁厚， Ｌ、Ｒ、ＴＳ 和 Ｔｈ 为压

力容器设计问题的 ４ 个优化变量，问题的目标函数

和 ４ 个优化约束表示如下：
　 ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］ ＝ ［ＴＳ，Ｔｈ，Ｒ，Ｌ］ （２３）
ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ０．６２２ ４ｘ１ｘ３ｘ４ ＋ １．７７８ １ｘ２ｘ２

３ ＋
３．１６６ １ｘ２

１ｘ４ ＋ １９．８４ｘ２
１ｘ３ （２４）

约束条件为：
ｇ１（ｘ） ＝ － ｘ１ ＋ ０．０１９ ３ｘ３ ≤ ０ （２３）
ｇ２（ｘ） ＝ － ｘ２ ＋ ０．００９ ５４ｘ３ ≤ ０ （２４）

ｇ３（ｘ） ＝ － πｘ２
３ ＋ ０４πｘ３

３ ／ ３ ＋ １２９ ６００ ≤ ０ （２５）
ｇ４（ｘ） ＝ ｘ４ － ２４０ ≤ ０ （２６）

０ ≤ ｘ１ ≤ １００，０ ≤ ｘ２ ≤ １００，１０ ≤ ｘ３ ≤ １００，
１０ ≤ ｘ４ ≤ １００

（２７）
　 　 利用文献［１９］中罚函数的方法进行约束组合

处理建立约束目标函数，同时应用 ＡＲＯ、ＭＦＯ、ＧＡ
和 ＤＥ 与 ＷＬＡＲＯ 算法进行求解结果的比较，其对

比结果见表 ５。 从表 ５ 可看出，ＷＬＡＲＯ 在实际应用

中也是有效的，具有较好的寻优能力，进一步验证了

该算法在工程应用中的可行性。

Th

TS

RR

L

图 ６　 压力容器设计模型

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｓｉｇｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｅｓｓｅｌ

表 ５　 不同优化算法对压力容器问题求解的结果对比

Ｔａｂ． ５ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｖｅｓｓｅｌ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 ＴＳ Ｔｈ Ｒ Ｌ ｆ（ｘ）

ＷＬＡＲＯ ０．７７８ １ ０．３８４ ６ ４０．３１９ ６ １９９．９９９ ６ ５ ８８５．３３７ ５

ＡＲＯ ０．７７８ ２ ０．３８４ ７ ４０．３２３ ３ １９９．９４７ ９ ５ ８８５．６６７ ９

ＭＦＯ ０．８１２ ５ ０．４３７ ５ ４２．０９８ ４ １７６．６３６ ５ ６ ０５９．７１４ ３

ＧＡ ０．８１２ ５ ０．４３７ ５ ４２．０９７ ３ １７６．６５４ ０ ６ ０５９．９４６ ３

ＤＥ ０．８１２ ５ ０．４３７ ５ ４２．０９８ ４ １７６．６３７ ６ ６ ０５９．７３４ ０

４　 结束语

针对传统人工兔优化算法的缺点，本文提出了

一种引入惯性权重与莱维飞行的人工兔优化算法

（ＷＬＡＲＯ）。 首先，在种群初始化阶段引入 Ｔｅｎｔ 惯
性权重，增强种群的多样性和动态性；其次，在绕道

觅食阶段引入惯性权重，提高算法的收敛精度及寻
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优速度；最后，在随机隐藏阶段引入 Ｌéｖｙ 飞行策略，
对目前的最优位置进行扰动，避免算法陷入局部最

优。 通过实验仿真分析证明了本文所提出算法的优

势，并将算法应用于压力容器工程问题中，取得了较

好的结果。 今后的工作会将 ＷＬＡＲＯ 应用于更加复

杂的应用场景中，优化实际复杂工程的难题，如应用

到车联网资源管理中是下一步研究的重点。
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