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基于精英思想自适应改进万有引力搜索算法

刘诗琪， 潘大志
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摘　 要： 为了解决万有引力搜索算法容易出现局部最优的问题，提出了一种新型改进万有引力搜索算法。 该算法在质量的计

算中引入随机因子；结合精英思想，基于适应度值对力进行有选择的合成，并且对更优粒子对应的力赋予更大的随机数；引入

控制参数，自适应地更新粒子的位置，减小某些粒子过于随意变化带来的影响。 通过以上这些操作，增强了算法的随机性，同
时保证了算法的收敛性。 经对 １０ 个基准函数进行仿真实验，结果表明新算法有更好的收敛速度和寻优精度，全局和局部优化

能力增强。
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０　 引　 言

启发式优化算法是优化理论的重要组成部分，
研究人员从自然环境中获得灵感，将生物习性融入

模型之中，提出了许多启发式优化算法，如：蚁群算

法 （ Ａｎｔ Ｃｏｌｏｎｙ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ＡＣＯ ）、 遗 传 算 法

（Ｇｅｎｅｔｉｃ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＧＡ） 等。 万有引力搜索算法

（Ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ Ｓｅａｒｃｈ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＧＳＡ） 是 由 Ｅｓｍａｔ
Ｒａｓｈｅｄｉ 等人［１］于 ２００９ 年根据物理学中的万有引力

定律和牛顿第二定律提出的一种新型启发式智能优

化算法，该算法具有全局搜索能力强，收敛速度快等

优点，相比于遗传算法、粒子群算法（Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｓｗａｒｍ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）等其整体性能具有较好的竞争

力。 ＧＳＡ 算法已经成功应用于诸多领域，例如工程

设计优化、图像识别、电力系统负荷控制与预测等。
Ｒａｔｈｅｒ Ｓａｊａｄ Ａｈｍａｄ 等［２－３］ 在 ＧＳＡ 算法中分别融入

Ｌéｖｙ 飞行和混沌搜索，对减速器设计、多盘离合器

制动器设计等工程中的变量最小化问题进行求解；
Ｔｈｉａｇａｒａｊａｎ Ｋｏｗｓａｌｙａ 等［４］利用分层集成学习和基于

相关系数的引力搜索算法进行卫星图像分类，
Ｋｕｍａｒ Ｙｏｇｅｓｈ 等［５］在融合了量子计算的基础上，进
一步加入深度神经网络对图像进行识别分类；
Ｇｏｎｇｇｕｉ Ｃｈｅｎ 等［６］ 利用 ＧＳＡ 改进模糊控制器的参

数，优化电力控制系统；Ｋｈａｎｅｓａｒ Ｍｏｊｔａｂａ Ａｈｍａｄｉｅｈ
等［７］将 ＧＳＡ 与最小二乘算法训练的直觉模糊逻辑

系统结合，用于电力负荷的短期预测。 还有一些学

者在 ＧＳＡ 算法的基础上融合其他算法或思想，提出

了一些新算法，如 Ａｍｐｏｎｓａｈ Ａｌｆｒｅｄ Ａｄｕｔｗｕｍ 等［８］提



出了基于引力搜索算法的多领导综合学习粒子群算

法；Ｗａｎｇ Ｙｉｒｕｉ 等［９］提出了具有层次结构和分布式

框架的 ＧＳＡ 算法；傅文渊［１０］ 提出了具有万有引力

加速机制的布谷鸟算法。
但是 ＧＳＡ 也存在易出现早熟现象和局部最优

等问题。 针对于此，张维平等［１１］ 通过反向学习策略

初始化种群、精英策略和边界变异策略增强了全局

搜索能力；马力等［１２］ 和刘小刚等［１３］ 对融合了 ＰＳＯ
算法的 ＧＳＡ 算法进行进一步改进，分别是动态调整

搜索边界和改进惯性权重及学习因子。
本文利用 ＧＳＡ 算法的搜索特征，提出一种新型

改进 ＧＳＡ 的算法。 为了验证算法的有效性，选择了

１０ 个常见的基本测试函数进行实验，并将其与基本

的 ＧＳＡ 算法、ＰＳＯ 算法和文献［１３］中的 ＩＰＳＯＧＳＡ
算法进行了对比分析。

１　 基本万有引力搜索算法

１．１　 基本原理

ＧＳＡ 的基本原理是粒子间的相互作用。 由万

有引力定律可知，任意的两个粒子间都存在引力作

用；再由牛顿第二定律可知，质量越大的物体运动得

越慢，因此质量小的粒子会朝着质量大的粒子方向

运动。 用粒子的位置表示优化问题的解，随着算法

的迭代，在引力的作用下，粒子在空间中不断地搜

索，粒子的位置不断发生改变，最终整个群体都聚集

在质量最大的粒子周围。 当算法运行结束后，质量

最大的粒子的位置就代表优化问题的最优解。
１．２　 数学模型

假设在 ｎ维搜索空间中有 Ｎ个粒子，定义 ｔ时刻

第 ｉ 个粒子的位置如式（１）：
Ｘ ｉ（ ｔ） ＝ （ｘ１

ｉ（ ｔ），ｘ２
ｉ（ ｔ），…，ｘｋ

ｉ（ ｔ），…，ｘｎ
ｉ（ ｔ）） （１）

　 　 其中， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｘｋ
ｉ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻粒子 ｉ 在

第 ｋ 维空间中的位置。
Ｍｉ（ ｔ） 表示粒子 ｉ 在 ｔ 时刻的质量，计算如式

（３）：

ｍｉ（ ｔ） ＝
ｆｉｔｉ（ ｔ） － ｗｏｒｓｔ（ ｔ）
ｂｅｓｔ（ ｔ） － ｗｏｒｓｔ（ ｔ）

（２）

Ｍｉ（ ｔ） ＝ ｍｉ（ ｔ） ／∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｍ ｊ（ ｔ） （３）

　 　 其中， ｆｉｔｉ（ ｔ） 表示粒子 ｉ 在 ｔ 时刻的适应度值，
ｂｅｓｔ （ ｔ） 和 ｗｏｒｓｔ（ ｔ） 分别表示在 ｔ时刻粒子群体中的

最优适应度值和最差适应度值。
在 ｔ时刻，粒子 ｉ在第 ｋ维空间上受到粒子 ｊ的引

力大小如式（４）：

　 Ｆｋ
ｉｊ（ ｔ） ＝ Ｇ（ ｔ）

Ｍｉ（ ｔ） × Ｍ ｊ（ ｔ）
Ｒ ｉｊ（ ｔ） ＋ ε

ｘｋ
ｊ（ ｔ） － ｘｋ

ｉ（ ｔ）( ) （４）

　 　 其中， Ｒ ｉｊ（ ｔ） 表示粒子 ｉ 和粒子 ｊ 之间的欧式距

离；Ｇ（ ｔ） 表示 ｔ 时刻的引力常数；ε 为一个很小的正

数。 计算如式（５）：
Ｇ（ ｔ） ＝ Ｇ０ｅ

－αｔ ／ Ｔ （５）
　 　 其中， Ｇ０ 为初始时粒子的引力系数， α 为控制

参数。
定义粒子 ｉ 在第 ｋ 维空间上受到的合力如式

（６）：

Ｆｋ
ｉ（ ｔ） ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｒ ｊＦｋ

ｉｊ（ ｔ） （６）

　 　 其中， ｒ ｊ 为（０，１）的随机数。
在 ｔ 时刻， 粒子 ｉ在第 ｋ维空间上的加速度如式

（７）；粒子 ｉ 在第 ｋ 维空间上的速度和位置更新公式

分别为式（８）、式（９）。

ａｋ
ｉ（ ｔ） ＝

Ｆｋ
ｉ（ ｔ）

Ｍｉ（ ｔ）
（７）

ｖｋｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｒｉ × ｖｋｉ（ ｔ） ＋ ａｋ
ｉ（ ｔ） （８）

ｘｋ
ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘｋ

ｉ（ ｔ） ＋ ｖｋｉ（ ｔ ＋ １） （９）

２　 改进的万有引力搜索算法

２．１　 带有随机因子的质量公式

在 ＧＳＡ 算法中，质量由适应度值决定，与当前

种群的最优值和最差值相关，直接反映出适应度值

的分布情况，当 ｍｉ（ ｔ） 的值越接近于 １ 时，当前个体

越靠近本次迭代的最优值。 由于 ＧＳＡ 算法容易出

现早熟收敛，因此对质量增加随机权重，增加算法的

随机性，在一定程度上跳出局部最优。 改进后的质

量计算如式（１１）：
ｍ～ ｉ（ ｔ） ＝ ｒｉｍｉ（ ｔ） （１０）

Ｍ
～

ｉ（ ｔ） ＝
ｍ～ ｉ（ ｔ）

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｍ～ ｊ（ ｔ）

（１１）

　 　 其中， ｒｉ （ ｒｉ ∈ （０，１） ）为随机数。
２．２　 基于精英思想自适应选择合力

由万有引力定律可知，每个粒子都受到其他所

有粒子的吸引，因此当大多数粒子处于某个较优位

置时，剩下的粒子也难以跳出这个范围，整个种群容

易陷入局部最优。 为解决这一问题，本文利用精英

的思想，结合适应度值排序，自适应地选择部分力进

行合成。 下面以最小化问题为例说明该算子。
首先，对最小化问题中的目标函数值进行升序

排序，得到对应的粒子序号 ｂ ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ）； 生
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成一组（０，１）的随机数并降序排序得到 ｐ ＝ （ｐ１，ｐ２，
…，ｐＮ）。 按照目标函数值由小到大的顺序，给较优

的粒子赋予更大的随机数。
文献［１］中设置参数 Ｋ 来控制合成力的数量。

利用迭代次数使Ｋ值从Ｎ线性递减到１，随着算法迭

代的进行，合成力的数量逐渐减少，粒子 ｉ 受到的牵

引作用减少，粒子飞行的随机性增强，范围扩大，这
种方式能够有效地跳出局部最优。

但是由于算法后期合成力的粒子太少，难以将

大部分粒子吸引到最优位置附近，所以粒子的位置

会比较分散，解的稳定性难以保证。 因此本文重新

设置参数 Ｋ， 如式（１２）：

Ｋ ＝ ｍａｘ｛ ｆｌｏｏｒ（Ｎ·（ｃｏｓ（ π
２
·ｔ ＋ Ｔ

Ｔ
） ＋ １） ＋ １），ｍ｝

（１２）
　 　 改进后的合力公式如式（１３）：

Ｆ
～
ｋ
ｉ（ ｔ） ＝ ∑

Ｋ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｐ ｊＦｋ

ｉｂ ｊ（ ｔ） （１３）

　 　 其中， ｆｌｏｏｒ（） 为向下取整函数，ｍ 为设定的一

个常数。
改进后的 Ｋ从Ｎ非线性递减到ｍ后保持不变。

参数 Ｋ 的前半部分取值是由凹函数变化得到的，即
减小的越来越慢。 在算法迭代初期，选择较多的力

进行合成，在合力的引导下，算法能够快速收敛到较

优值附近；随着迭代的进行，合成力的粒子数逐渐减

少，因此粒子 ｉ 受到其他粒子的影响也随之减少，粒
子移动的范围扩大，找到更优解的可能性增加，能够

有效地避免算法陷入局部最优。 在算法的后期，只
选择最优的前 ｍ 个粒子对应的力进行合成，既增加

了算法的随机性，同时也保证了算法的收敛性和解

的稳定性。 在本文中， 通过实验得知 ｍ 取值为

２０％Ｎ 时综合效果最好。
２．３　 自适应位置更新公式

由于粒子位置表示问题的解，因此位置更新公

式直接决定解的情况。 在基本 ＧＳＡ 算法中，粒子下

一次的位置直接由上一次的位置与粒子速度之和来

确定。 当粒子移动步长较大时，可能会远离最优解；
当粒子移动步长较小时，可能难以搜索到更好的解，
容易陷入局部最优。

为解决这一问题，文献［１４］引入收缩因子 μ 和

ｃ，计算如式（１４）和式（１５）， μ和 ｃ均随着迭代次数的

增加而减小，取值范围均为（０，１）。 在迭代初期，粒子

的移动步长较大，利用收缩因子能够快速收敛到较优

粒子周围；在迭代后期，粒子的移动步长减小，收缩因

子帮助粒子在最优值附近进行深度搜索。
μ ＝ ｅ －ｎ×（ ｔ ／ Ｔ）ｗ （１４）

ｃ ＝ １ － ｔ
Ｔ ＋ ｂｅｔａｒｎｄ

（１５）

　 　 其中， ｗ 在文献［１４］ 中取值为 １０，ｂｅｔａｒｎｄ 是 Β
分布产生的随机数。

通过计算可以得知，当算法的迭代次数达到最

大值时，收缩因子 μ 和 ｃ 的值都非常小且趋于 ０，这
会在很大程度上影响解的精度，不能说明解是由于

算法搜索得到的还是因为收缩因子很小影响得到

的。 因此，对收缩因子进行改进， μ 的改进如式

（１６）。 通过计算可知，改进后的 μ 取值范围是

（ｅ －２，１），ｃ 借助文献［１５］中设置的惯性权重，重新

进行设置， ｃ 的表达式如式（１７）：

μ ＝ ｅ
－２ｔ
Ｔ （１６）

ｃ ＝ ２· －
ｃｍａｘ － ｃｍｉｎ

Ｔ
·ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃｍａｘ － ｃｍｉｎ

１ ＋ ｅ － ３２
Ｔ ｔ －１６( )

＋ ｃｍａｘ

（１７）
　 　 改进后的位置更新公式如式（１８）：

ｘｋ
ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ μｘｋ

ｉ（ ｔ） ＋ ｃｖｋｉ（ ｔ ＋ １） （１８）
　 　 其中， ｃｍａｘ 和 ｃｍｉｎ 控制 ｃ 的取值范围， ｃ∈ ［ｃｍｉｎ，
ｃｍａｘ］。 μ 随着迭代次数的增加而减小， ｃ 随着迭代

次数先减小再增大，最后又减小，变化情况如图 １ 所

示。 在迭代初期，粒子仍然保持较大的步长移动，快
速移动到较优粒子附近；在迭代中期，由于 ｃ 的增加

粒子的移动步长适当的增加，向较远的其它地方搜

索，找到更优解，避免粒子陷入局部最优；在迭代后

期， μ和 ｃ都减小，但是只减小到 ０．１ 附近，粒子的移

动步长较小，能够进行深度搜索，同时取值没有过

小，保证了算法本身的收敛性，减小了参数本身取值

带来的影响。
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图 １　 收缩因子 μ 和 ｃ 的变化情况

Ｆｉｇ． １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｌｅ ｆａｃｔｏｒ
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２．４　 ＩＧＳＡ 算法步骤

Ｓｔｅｐ １　 算法初始化，随机生成 Ｎ 个粒子的速

度和位置信息。
Ｓｔｅｐ ２　 计算每个粒子对应的适应度值；利用

式（２）、式（１０）和式（１１）计算粒子的质量；通过式

（１２）计算参数 Ｋ， 再由式（１３）计算粒子受到的合

力；由式（７）更新粒子的加速度。
Ｓｔｅｐ ３　 分别利用式（８）和式（１８）更新粒子的

速度和位置。
Ｓｔｅｐ ４　 判断是否达到最大迭代次数：若是，执

行 Ｓｔｅｐ ５；若否，返回 Ｓｔｅｐ ２。
Ｓｔｅｐ ５　 算法结束，输出最优值。

３　 仿真实验

为验证 ＩＧＳＡ 算法的可行性和有效性，本文选

取常见的 １０ 个测试函数构成测试集进行测试。 其

中 Ｆ１ ～ Ｆ４为单峰测试函数，Ｆ５ ～ Ｆ９为多峰测试函

数，Ｆ１０ 为固定维度测试函数。 １０ 个测试函数的最

优值均为 ０。 同时将本文算法与 ＧＳＡ、 ＰＳＯ 及

ＩＰＳＯＧＳＡ 三种算法进行对比分析。
３．１　 参数设置

为了实验结果能够有效进行对比，所有算法均

设置相同的种群规模 Ｎ ＝ ５０、相同的最大迭代次数

Ｔ ＝ １ ０００ 和相同的维度 ｎ ＝ ３０，且每种算法都独立

运行 ３０ 次。 其它参数设置如下： ｍ ＝ １０， ｃｍａｘ ＝ １，
ｃｍｉｎ ＝ ０．１，引力常数 Ｇ０ ＝ １００，α ＝ ２０。
３．２　 测试函数

测试所用函数见表 １。

表 １　 测试函数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｅｓｔ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ

测试函数 定义域

Ｆ１ Ｘ( ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ［ － １００，１００］ ｎ

Ｆ２ Ｘ( ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ［ － １０，１０］ ｎ

Ｆ３ Ｘ( ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（∑

ｉ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ）

２
［ － １００，１００］ ｎ

Ｆ４ Ｘ( ) ＝ ｍａｘ｛ ｘｉ ，１ ≤ ｉ ≤ ｎ｝ ［ － １００，１００］ ｎ

Ｆ５（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ｓｉｎ ｘｉ( ) ＋ ０．１ｘｉ ［ － １０，１０］ ｎ

Ｆ６ Ｘ( ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｘ２ｉ － １０ｃｏｓ（２πｘｉ） ＋ １０］ ［ － ５．１２，５．１２］ ｎ

Ｆ７ Ｘ( ) ＝ － ２０ｅｘｐ － ０．２
１
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｅｘｐ（
１
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ（２πｘｉ）） ＋ ２０ ＋ ｅ

［ － ３２，３２］ ｎ

Ｆ８（Ｘ） ＝ １
４００∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ － ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｃｏｓ

ｘｉ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １ ［ － ６００，６００］ ｎ

Ｆ９（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｉ
２
ｘｉ( )

２
＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｉ
２
ｘｉ( )

４

［ － ５．１４，５．１４］ ｎ

Ｆ１０（Ｘ） ＝ ｘ２１ ＋ ｘ２２ ＋ ２５ ｓｉｎ２ｘ１ ＋ ｓｉｎ２ｘ２( ) ［ － ５．１４，５．１４］ ２

３．３　 仿真结果及分析

受篇幅所限， 本文仅选取Ｆ１、Ｆ６、Ｆ８和Ｆ１０这 ４
个函数， 来直观地展示不同函数在 ＰＳＯ 算法、ＧＳＡ

算法、ＩＰＳＯＧＳＡ 算法和 ＩＧＳＡ 算法中的寻优过程，如
图 ２ 所示。 通过函数在不同算法中的收敛曲线可以

看出，无论是求解单峰函数还是多峰函数，改进后的
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ＩＧＳＡ 算法都有更好的寻优精度。 虽然在迭代初期

算法的收敛速度稍显不足，但是改进后的算法收敛

速度更加稳定，算法找到的最优解能够持续性下降，
总体来说速度超过 ＩＰＳＯＧＳＡ 算法速度。
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图 ２　 Ｆ１、Ｆ６、Ｆ８、Ｆ１０ 在不同算法中的收敛曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｆ１，Ｆ６，Ｆ８，Ｆ１０ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

　 　 表 ２ 给出了每个测试函数在不同算法下求出的

最优解和均值。 通过表 ２ 可知，改进后的算法在函

数 Ｆ６ 和 Ｆ８ 上能够找到最优解，虽然算法 ＩＰＳＯＧＳＡ
在函数 Ｆ８ 上也能找到最优值，但是结合图 ２（ｃ）可
知，ＩＧＳＡ 比 ＩＰＳＯＧＳＡ 更早找到最优值。 对于其他

函数来说，ＩＧＳＡ 的寻优精度也有了很大的提升，多
次寻优的最优值和均值都高出其他算法多个数量

级：对比基本的 ＰＳＯ 和 ＧＳＡ 算法，每个函数都高出

十几个数量级，有些甚至高出三十个数量级；对比

ＩＰＳＯＧＳＡ，ＩＧＳＡ 在函数 Ｆ１ 上找到最优解的平均值

提高 １３ 个数量级， 在 Ｆ３、Ｆ９ 和 Ｆ１０ 上提升了 １２ 个

数量级， 在剩下的函数中均提升了 ７ 个数量级。
因此，改进后的 ＩＧＳＡ 寻优能力有了较大的增

强，寻优精度有了很大的提升，收敛速度稳定，这充

分说明了 ＩＧＳＡ 的可行性和优越性。

４　 结束语

本文提出的 ＩＧＳＡ 算法通过在质量的计算中引

入随机因子，基于适应度值对力进行有选择的合成，
赋予适应度值较优粒子对应的力更大的随机数，增
强了算法的随机性，有利于算法能跳出局部最优，避
免陷入早熟。 同时在位置更新中引入参数，避免某

些粒子过于随意地更新，保证其收敛性。 最后通过

１０ 个 测 试 函 数， 对 比 ＧＳＡ 算 法、 ＰＳＯ 算 法 和

ＩＰＳＯＧＳＡ 算法，ＩＧＳＡ 的寻优精度和收敛速度都有着

明显的提升，表明了改进后的算法有更好的优化能

力。
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表 ２　 各算法在 Ｆ１～Ｆ１０ 上的测试结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｅｓｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｏｕｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｏｎ Ｆ１～Ｆ１０

函数名称 解情况 ＧＳＡ ＰＳＯ ＩＰＳＯＧＳＡ ＩＧＳＡ

Ｆ１ 最优解 ０．０２１ ８ ０．０５０ ３ ６．９９９ ４ｅ－１６ ２．８８８ ７ｅ－３１

均值 ０．０４４ ２ ０．６２７ ４ １．２２６ ２ｅ－１５ ８．１７４ ５ｅ－２８

Ｆ２ 最优解 ０．４８１ ８ １．６４２ ８ １．０６８ ２ｅ－０７ ２．１８５ ９ｅ－１５

均值 ０．５６３ ２ ４．０６０ ６ １．２０９ １ｅ－０７ ３．５６６ １ｅ－１４

Ｆ３ 最优解 １．０９８ ６ｅ＋０３ ０．１６５ ３ ２．７５６ ０ｅ－１２ １．８３８ ７ｅ－２７

均值 ２．１５４ ２ｅ＋０３ ２．８２６ ６ｅ＋０３ ７．０９８ ９ｅ－１２ ３．９９１ ６ｅ－２４

Ｆ４ 最优解 ０．１０１ ７ ０．０７０ ９ ９．６６５ ６ｅ－０９ １．７６１ ４ｅ－１６

均值 ０．５１３ ７ ０．０８７ ５ １．３８９ ７ｅ－０８ ７．５２７ ０ｅ－１５

Ｆ５ 最优解 ０．０３８ ４ ０．１４１ ９ ９．９７１ ７ｅ－０９ １．１６３ ３ｅ－１６

均值 ０．０４６ ８ ２．２７６ ０ １．３９３ ９ｅ－０８ ３．４８８ ２ｅ－１５

Ｆ６ 最优解 １４．６２３ ７ １３１．４５７ ３ １．２９６ ７ｅ－１３ ０

均值 ２０．５８４ ９ ２０３．３３９ ０ ２．３７７ ４ｅ－１３ ０

Ｆ７ 最优解 ０．０９４ ２ ２．９４８ ３ ５．５４３ ２ｅ－０８ ８．８８１ ８ｅ－１６

均值 ０．１３２ ２ ４．１０７ ６ １．０６６ ２ｅ－０７ ２．０６６ ５ｅ－１４

Ｆ８ 最优解 ０．００４ ０ ０．３５３ ２ ０ ０

均值 ０．０１１ ３ ０．６５９ ５ ０ ０

Ｆ９ 最优解 ７．８３３ ５ ５７．５８８ ９ ８．９６６ ８ｅ－１５ ４．４９５ ３ｅ－３０

均值 １７．４０６ ２ ２１４．８１３ ２ ４．４５３ ４ｅ－１４ １．９４１ ８ｅ－２６

Ｆ１０ 最优解 １．１０５ １ｅ－０５ ７．０２３ ７ｅ－０６ ３．９８１ １ｅ－１６ １．３８２ ３ｅ－２９

均值 ４．２８５ ５ｅ－０４ １．７９２ ４ｅ－０４ ４．１１５ ２ｅ－１４ １．５３１ ０ｅ－２６
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